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DI ALCUNI INTEGRALI FORMATI DAGL'INTEGRALI ELLITTICI 
E DI QUALCHE LORO APPLICAZIONE 

3sr O T A 

DI 

OABRIELB TORELLI 


GT integrali ellittici sono stati raramente considerati come funzioni del loro 
modulo. II Sig.' Liodville nel tomo V del suo giornale dimostra che i suddetti in- 
tegrali non si possono esprimere per mezzo del modulo sotto forma finita in ter- 
mini algebrici esponenziali e logaritmici, nè con integrali definiti il cui limite su- 
periore sia una funzione del modulo; di maniera che se ne concliiude essere gl'in- 
tcgrali ellittici trascendenti di un ordine più elevato rispetto al modulo che rispetto 
all’ amplitudine. Niun’ altra memoria mi 6 riuscito trovare, dove si considerino gl'in- 
legrali ellittici come funzioni del loro modulo; non altra ne enumera il chiar."” 
Prof. Casobati nel cenno storico che premette alla sua opera: Teoria, delle fun- 
zioni di variabili complesse. 

Nella presente nota mi occuperò degl' integrali che si ottengono integrando ri- 
spetto al modulo gl'integrali ellittici moltiplicati per una potenza del modulo, c 
darò quindi qualche applicazione delle forinole trovate a semplificare gl' integrali 
completi di alcune equazioni differenziali. 

5 1 . 

È noto che indicando con F(9,A) l'integrale ellittico di prima specie P , 

./•\/l — *’scn*9 

e con E(9, fc) l' integrale ellittico di seconda specie j*'\/l — fc*scn*9-d9 fra F cd E 
esistono lo due equazioni (•) 

(t) k^55^^E(9,A)-F(9,A) 

( 2 , * dFM _ ;= E(9, A) - F(9, A) + fc>F(9, A) - sen 9 COS9 . 

dii (lA 

Moltiplichiamo la ( 1 ) per k"~*dk e integriamo, avremo 

=|a»-* E(9, A) dk-jli”-* F (9, A) die ; 

eseguendo per parti l' integrazione al primo membro, c riduccndo otterremo 
( 3 ) m|A"-» E (9, A) dA =1 A"-» F (9, A) dA -b A"'* E (9, A). 

(•) Leoekdre. Exercices de Calcul Integrai. T. 1, $ 43. 

1 
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li 2 )i 


Moltiplicliiamo invece la (2) per k""* dii, e integriamo, avremo 

/ kjdJi+l rFi?, ft)tiA 

f k”dk 

-senecos?/ - , 

■' >/l-/i*sen*9 

cscguenJo per parti Io integrazioni al primo membro, riducondo o facendo 
ricaveremo 

(4) m |t"F[?,ft)dA=(ni-2) /'ii”-*F(9 ,ft)i«;+| ,fc) 

[ k”dk 

-800^0089 I , 

2 \l\—k* sen*9 

la quale moltiplicata per m e sommata colla ( 3 ) dà, fatte le ridozionl, 

(5) m‘|r‘F(9,/i)(lA=(m-l)‘j4"-*F(9,à)(M:+/i'“-'E(9,fcHnfc"'-'fc'«F(9,fc) 


— scn9C0S9i 


tnA"d/i 

Vl-/i*sen ’9 


che sussizte qualunque sia m positivo nullo o negativo, 
l’er la differenziazione delle funzioni di funzioni è 

dE (9, k') dE (9, k') dk _ _ k' dE (o, f ) 

dk' ~ dk dkl ~ k dk 

dE (9, k’) d? (9, k'} dk _ k' dE (9, &') . 

dà' dk dk' k dk ’ 

dE(9, fc") dFi9, à’) . 

dunque mutando nelle (1) e (2) k in k', c sostituendo a — — 1 va- 
lori precedenti avremo 

( 6 ) ^^^^ = -p(e(?.*')-F( 9 ,'^')) 

(Ih ah Vl-fc*scn’9 

Moltiplichiamo la ( 7 ) per ^ ed integriamo, avremo 

eseguendo per parti le integrazioni al primo membro 0 riducendo ricaveremo 

( 8 ) im-2ìf^dk-l^dk-j^E(,,k'ì^^^^^ 


Digitized by Googlc 


;l a )( 


§ 2 . 


Facciamo nella (5) successivamente »«=2n-l, 2n-3, ... , 3, 1, avremo il sistema 
(li e(iuazioni 

(2n- 1 F (9 , A)(ìfc = (2n-2)*/’fc«»-»F(<?,ft)(li+fc‘»-«E(?,t)-(2n-l ) 


-senfcos^i 


Vl-ii*sen’9 

(2n-3)‘| k«»->Fl(?, k]dk = (2n-4)*| t«»-»F( 9 ,fc)cJ/j+it‘»-*E(?, A)-(2n-3)ic*'-‘A'*F(9,i) 


(9)< 




r(2n-3)fc*"-> 
-seniycos?! ' ■ ■ ■ - 

Vl-k’sen*9 


3ic>dfc 


3‘ I k>¥{<f,k)dk=vj fcF[ 9 ,fc)(ifc+k‘E( 9 ,fc) -3k«k'«F(9,k)-scn9COS9| 


v/l-k*scn‘9 

ì‘JkF{<f,kìdk= E(?,k)- k'*F(9,k)-sen9COS9j- 


Vr^/c’scn’9 


Moltiplichiamo la prima di queste equazioni per (2n-3)* (2Ti-5j‘...3*-l’, la se- 
conda per (2n-2)* (2n-5)’ ... 3’- 1*, ... , la penultima per (2n-2)’ (2n-4)’ ... 4*- P, 
l'ultima per (2n - 2)* (2» — 4)* . . . 4*-2’, sommiamo c dividiamo il risultato per 
(2n— 1)* (2n-3)* (2n-5)* ... 3*- P, avremo 

r=«-ir 

(10) jk*"-'F( 9 ,k)dfc=^ n,‘k‘''-«'->E(9,k)-(2n-2r-l)n,*fc*^-‘k'*F(9,ik) 
i-=o L 

O H ./•sen9-t*’‘-*'-«dkl 
-cos9'(2n-2r— 1 )«,*/ — — 

J Vl-ft’sen *9 J 


dove si ò fatto 
Ora si ha (•) 


(2n-2) (2n-4)...(2n-2r) 1 

(2n-l)(2n-3j...(2n-2r-l) ":'~2n-r 


- 1 ' =(noX**"*+n,®”"‘+...-l-n^,®Hn,_,) V l-i* ; 

/ Vi-®* 

quindi facendo *=kscn9, c dividendo per sen*'‘"*9 si otterrà 

/■sen9k*"-'d* / k»-» A»"-* A> 1 \ 

- 1 -p==. = l «0 + «1 — r-+—+»«-t — ) vi- k*sen*9 : 

J Vl-A*sen’9 ' sen9 sen’9 ’sen”* *9 *^'sen*" '9/ 

cambiando in questa equazione successivamente. ji in n-l,...,2, 1, moltiplicando 
essa e le equazioni risultanti ordinatamente per (2n-1)n,*, (2n— 3) n,*, ... , 3n„_,’, 


(•) Berirasd. Calcili inti'Rral N. ( 53 . 
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e sommando si avrà 
laonde sostituendo nella (10) si ha 


(11) 


r=«— I 

y n, 


«r^l?. M-(2n-2r-l)n^'*F(?,fc)+coS!fVl-fc«sen*<?*f^^-ÌiTT^j ■ 

Facciamo invece nella (5) succcsshamcnte m=-(2n-2), -(2n-4), ... , -2, 0, e 
scambiamo grintegrali nei due membri, avremo il sistema 

l2n-l)‘j’^^cH.-=(2n-2)‘f^di- ~E(?, *)-(2n-2)5^F[?,t) 

/■ (2fV— 2)(li 

-scnocos?/ — . 

■'S‘"-*Vl-*»scn ‘9 

(2n ^E'.7.i)-(2«-4)i^F(?,t) 

f (Qn-iìiU 
— senscos?/ ■■-■ — 

ed opcranilo su di questo tal quale come si è operato sul sistema (9) si ottiene 
(12) [- ^4=i E(9,i)-(2n-2r-2)j^j^V*F(?,i) 

r=30 L 

-C 0 S 9 • (2rt -2r-2)n,*[ sen ^ di — 1 ^ 

W Vl^jfc«scn«9j 

;•) 

_ /• = z' + . "-_+...+’isdl 4. /up. 


Ora si ha (•) 


(•) Bestrand. Opera citata N. 64. 
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quindi facendo x—kscnt, e moltiplicando per sen*"? si otterrà 

cambiando in questa successivamente n in n-l,n-2,..., 2, 1, moltiplicando le 
equazioni risultanti ordinatamente per (2n-2)no*, (2»t-4) n, 4n,_j*, 2ji,_,* o 
sommando si avrà 

-g(2n-2r-2) sen-^-,; 


laonde convenendo che £ n, sen’’’"*'"*if si annulli con r, sostituendo nella (12) si ha 


»=r-l 

) +C0S9VI -i'scn'ip 


Facciamo ora nella (5) successivamente m=2n, 2n-2,.,,, 4, 2, avremo il si- 
stema di equazioni 

/ (2n)«| 4»"F(9,*) d*=(2ti~l)‘| **"-»F[9,i)dt+t*"-'E(9,)fc)-2n)k»"-'t^F(9,i) 


r xnt 
-8cn9cos9j-^= 




(2n-2j«|'t»«-«F(9,t)dil; = (2n-3)»|j;«"-*F(9,it)dH-)t»*-‘E(9,fcH2n-2)i*"-W[9,it) 

' c(2n-2;i»"-«dl 

-sen9C0S9/-^-_^,^^^,^ 


4»| i‘F(9,it)d*=3‘| it«F(9,)t)d*+t»El9,lii) - imT(<f,k)-sewfcostfJ- 
vJk*F(tf,k}di=l‘l^ F(f, k}dk+ iE(<f,k)-2i i'*F(9,i)-sen 9COS9J - 


Vl-fc’sen *9 


Vl-*%en*9 


Moltiplichiamo la prima di queste equazioni per (2n— 2)*(2n-4)’...4*-2*, la seconda 
per (2H-l)*(2n-i)*...4’-2*,..., la penultima per (2n-l)’(2n-3)*...5*-2*, l'ultima 
per (2n-l)*(27t— 3)*..5’-3*, sommiamo, 0 dividiamo il risultato per (2n)*(2n-2)*...4*-2*, 
avremo 


Digilized by Google 



)( « )( 


r=r«-| r 

1 - 


m n . .l'seno ■ 

- cose • 2n-2r;v * — 

J v'l-i*scn*? 

doTC si è fatto 

(2n-l)(2n-3)...(2n-2r+l) 1 

' 2n(2n-2)...(2n-2r) “ 2n ' 

Ora si ha (*} 

- 1 , = ( v^’"”'4v,x*""*+.. .+v^,s’+v,_,i) Vl-i* — v^, are sen x ; 

J Vi-*’ 

quindi ponendo x=kscni?, e dividendo per sen*"? si otterrà 

_ rsen<f-k*’‘dk _ 

} Vi— k’sen’9 

/ k*"-' k»"-» k> k \ ,r-Tv — r 

iv» hv, — ;-+—+v,_, — 5 ì:^+v,_, — ; j^)VI-k’scn’e-v,_,arcscn(ksen9 . 

\*sen9 'scn’9 • ’sen*" *9 " ’sen*" '9/ ^ * ' ' 

Cambiando in questa successivfimentc n in n-l,... ,2, 1, moltiplicando essa e le 
cqaaiioni risultanti successivamente per 2»iv„’, (2n-2) v,*, . . . , 4 2 e 

sommando si avrà 

^V;'o o 1 ,/‘sen9k**~*'dk 

g VI 3 _ -, ->1^. re i 


laonde sostituendo nella (15) si ha 
(IG) I k»»F (9, k) dk=v^,'l F(9,k)dfc+ 

"J rv^.»-r-.{v^{9,k)-(2n-2rlv,k’*F(9,k)+C0S9^ra?iH^ 

f=o L- 

C0S9 • are sen(ksenc) 

sen*" * 9 

Facciamo Analmente nella (5) successivamente m--(2n— 1), -(2n-3), , -3, -1 . 


(•) Bektbasd. 0. e. N. G2. 
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e scambiando gl'integrali nei due membri; avremo il sistema 

dk - ±E[<},k) -(2n- l)g;F(9.fc) 


-sen^cosfj 


J k>»-« 


-l)dfe 


' \^1— /t*scn*9 

(2n-2)»j'MdM2n-3)f^tlfc - jj^E(?,ft)-(2n-3)j^F(9,k) 

/■ (2n-3)dfc 

-scnocosol — ■ ■ ■ ' — 

J k»'*"J\/l-fe«scn’9 

if-^dk^ìfMdk - ^E(?,k)-3AÌFÌ9,k)-sen? cos?/ 


‘sen*9 


^jlMdk=\fJ\^dk - lE(9,k) - ^FÌ9.fc)-sen9eos9/ ^ 
ed operando su questo tal quale come si è operato sul sistema (14} si ottiene 

(>’) [-fc^(?.k)-(2n-2r-l)j^fc'«F(9.k) 

-COS9 ■ ( 2 n- 2 r- i)v,*f sen 9-dfe — 1 ^ 

'Jfct.-r-i^l_fcjsen*9j 


Ora si ha (*) 


•_ 

-/■ — ^ +-'?«■- 1 Va'\vr:ji_lv 

quindi ponendo *=ft sen9, e moltiplicando per sen*'^'9 si otterrà 

sen9dk _ 


-h 


fc*"’*'* Vl-k*sen*9 


A. sc"9 , sen’9 , 8cn«"-*9\ /^-n^ — j- 1 __ . 1- Vl-t*sen»9 

Vo k»-+v.ì^+ ... - 2V..,sen«--9 1 • 

Cambiando in questa equazione successivamente n in *i-l, w-2, ..., 2, 1, molti- 
plicando le equazioni risultanti successivamente per (2n-l)v,‘, (2n — 3)v,‘,... , 

sommando e convenendo che^ v,sen*''~*'~'9 si annulli con r, si avrà 

i=» 


(•) Bestsuikd. 0. c. N. et. 
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- V (2n-2r-l) v,«/' 

lì f jCi^ v/l-fc‘scn«9'T'v, scn»'-»-'9- 1 v^,v, scii’—'-'? 1 ; 

“ ^ l + \/l-ft’scn‘9j 

laonde sostituendo nella (17) si ha infine 

(« 8 ) 

rs=»-i r 

(-''rEi9.fc)-(2n-2r-l)v,fe'»F(?,k) f cos? v/l-k'scn'y'^'v.scn*'-’*"'?^ 

r^o L 

1 ,1-%/l-k‘scii»?] 

-o''«-l''rSCn*" «' '?COS<fl 

^ l + \/l— k*scn*9J 

Restano ancora a determinarsi J F(9, fc)dk, j dfc, che la furiuola (5) non dà. 


Si ha 


5 4. 


J o'/l-k'*scn*9 J „Vc^ 


d? 


' 9 +k*scn *9 


Ora po^mo tsen<li = tg9; da questa si trae 



Jl. 

C 0 S 9 

Vl+k*tg’9 


(19) C0 Bij(=— V 1 + t*lg’9 = Vi -t*scn*ij/ = — ^— "J 1 -fc'*scn*9 , 
ed 

(20) V{<},k'ì = ii'{if,k). 

Similmente sarà 

E (9. kO = /ì 1 - fc'*sen»9 • (l9= \'l ( k’lg»9 • cos9d9 = <*'!' ! 

ma si ha (*) 

./o ' " ~ cos«;" # = tg(](Vl-k«sen‘<i« + F(«J«, k) - E(<^, k) ; 

perciò si trarrà 

E ( 9 , fc') = i tg <}> Vl-k«sen‘«j/ f i F (<j;, k) - iE(i}., k) ; 


(*) Due£oe. Theorie der Elliptischen Functionen J 18. 
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donde si ricava 

(2 ' ) ìE (iV, fc) = tg ¥ vì-/c.'»scii’¥ E (?, t') - K (?, k'] . 

Ciò posto avremo 


j fcs"-' l'’(¥, k'] dk = ijk*‘‘-' Ki<^, k) dk ; 


ciuindi per la (11) sarà 

rsn-1 

j k‘’-' E (?, k') dk ^ 


n,iE(ò, k] - (2n-2r- 1 k) 

+cos'|iv^l-/v*sen*i}' 




e facendo uso delle (19), (20) e (21) risulterà 


r n-l r 

(22) -n,E(9,k')-nr|(2n-2r-l)t'*-l|F(9,fe') 

r=o L 

t:)., . t ■?/ (-! 

'"cos'f.”» tg‘'-*‘^'o )J’ 


Tv'l-k'®seu *3 


Similmente avremo j ^ dk-ij dk : 

laonde per la (13) verrà 


n»o L 

, ,.r-, 1 

+ cos({i vi— k*scii’i)i li ii.isen*'' , 

.=« J 


c ()cr mczio delle (19), (20) e (21) si ricaverà 
(23) 


23) 2 ^:5r>,r=T[»rE;9.kV»ir|(2»-2r-2)k'‘+lj^ 

r-^ro L ^ 

+ Vl-k'«scn« 9 j-n,tg¥ • 


Si ha del pari 


j k'-' F(9, fc') dk = i| k«" F(t|;, k) dk; 
dunque in virtù della (10) si dedurrà 

j’k»” F(?, k’) dk = v„_,* j'i F {i/, k) dk + 

5 Jv,k«"->'-'(v,iE(<|<,k)-( 2 n- 2 r)v,k'nF('{-,k)+eos’^v/UP^ 


2 


Digitized by Google 



)( 10 )( 


c facendo uso della rclaiionc (*) 


,, ,, 1 , v/l-A*scn*<l;+ fftscml; 

nresen fc sena ■ . — 

v'l-Ji’scii*<}i— ffesem|< 

unitamente alle (19), (20) e (21) si otterrà 

(24) jW( 9 , k') dfc=v..,«jV(ì, fc') dk + 

V Là«'-*»--(-v,li(?,fe')-Vr{'2n-2r)t'*- l}K(?,fe') + Vi:::t^»'i|v,tg? 

L 

+ _ l-lj’"’'V.^r , fcsen? 

cos>?.=otg‘'-*"' 9 )/ 2cosftg*"-»’-(? ^fiT^-i^,-•.■_^scn 9 

Si ha ancora 

perciò sarà in forza della (18) 


2 v,iE(!j<,fe)~(2n— 2r--l)v,A'*iF(4i,fc)+costj)\/l-k'scn*'^ £ v,isen*''**'''({(^ 


1 • „ ,r ,1 , ,1- \'l-à*sen*4i 

- s''«-iVscn‘" 'Icosipl-; — 

^ l + vl-à’sen*o 

e per mezzo delle (19), (20) e (21) si otterrà in fine 

(25) I + 

r^n-i r / / ^ 

^ ^,(v,E(9,fcVv,{(2n-2r-l)à'‘ + ljF(?,fc')+ v'l-/>'‘scn«?|-v,tg? 


1 -,r-« ..r-,-, cos?-v'l-A-'«sen^T 

^cos*?.“o ■ •= ^)/ 2 cos 9 cos9+s'l-fc'>sen»? 


5 5. 


Passiamo ora alle formolo analoghe per gl'integrali ellittici di seconda specie. 
Cambiando nella (3) m in m-l-2 si ha immediatamente 

(26) (n>+2)j'à"‘E(9, fc)dfe=|fc'"F(?,fc)cl/tifc''’+'E(?,fc), 

(•) Novi. Trattato di Algebra supcriore N. 2t6. 
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e cosi resta determinalo /c) dfc per mezzo di k) dk, di cui già abl)ia- 

mo trovato il valore. Mutiamo in questa c in iji, c moltiplicando per i avremo 


lvnQ}fk'"iEl-i>,k;Jk=j\’"iFi<l>,kìdk+k”^UEi<f>,kì, 
ossia avvalendoci delle (20) c (21) 


(27) (nv+2)j" à"E (<p, k') dk-{m + 1 )j fc"F(?,A') dk+ 

(m+2)tg?Jk“v^t — k'* sen* 9 • dfc — k"'^'tg9 <J\ - scn’ 9 - k"'*^'|F(?, k’) -£(9, A')|, 

in cui resta ancora a determinarsi jk“'\l\—k'*sc\ì'i)-dk. Ora scrivendo l'elemento 

di quest'integrale sotto la forma k" \/cos*9+/c*sen*9- dk si vede che esso è un dilTe- 
renzialc binomio. Quando tu = 2n-l siamo nel primo caso d'integrabilità dei detti 
differenziali, e la forinola di riduzione sarà 


I k*»-' VI - k-« sen«9-dk= <* fejy )• -igi' - g^otg»?/ k*-» v'I -k'« sen*9dk ; 


cambiando successivamento in questa n in n-l, n- 2 , ... , 2 , 1 ed avvalendosi del ' 
solito modo di eliminazione si ha 

( 2 ») ( 2 n+l)^ k»"-' Vl-k'»8en»9-dk= ^''' - ^J^^°"*'^** ^'(-l)’'(2n-2r-l)n,cotg*'9.k‘’’-«-'-‘. 

• s n 9 


Quando invece m=-2n ci troviamo nel secondo caso d'integrabilità dei differenziali 
binomii, e la formolo di riduzione sarà 

I 

Vl-k'»scn*9 (l-k'*scn*9)* I . 2n-4 . , f v'l-k'*sen»9 .. 

W» cos»9 • (2n-1)k»«-« ^^ «ik ; 

cambiando in questa successivamente n in n-l, n- 2 ,. .., 2 , 1 si ricava dal sistema 
formato 

’=»•— I 

^]{-l)'(2n-2r-2)n,j^. 
r»o 

Allorché m = 2n ci troviamo ancora nel secondo c.aso d'integrabilità dei diITcrcn- 
ziali binomii, c la forinola di riduzione diviene 


(29) 


-(xn - 






*.scn*9aK- 


scn*? 
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niulamlo in quesla n in n— 1, Ji— 2, 1 cd avvaiRndosi dippiù delia nota formola 
j dk= v l-fc'*seii ’5 ^ ® 0 S!fC 0 tg 9 Ì (kscn?+ v'I — k'*siMi*?) 
si ottiene dal sistema formato 

(30) (•2n+2)|/i«'* vl-fc'*sen* 9 dk - (- 1 )"v,_,cot;q‘"? v'I-t'* sen*¥+ 

9 

1)*'',_,cosijcotg‘"'*''<;l[fcscn(j+ v'I -fc'*son»c;+^-^^— — - N (-l)’’i2n-2rìv,colg’''if/;**‘*'''*. 

SCIl CJ -** ■™ 

^ r-0 


Infine quando jii = — (2nf1) ci ritroviamo un'altra volta nel primo dei casi d’inte- 
grabilità dei dilTcrcnxiali binomii, e la forinola di riduzione ci darà 


-/■ 




fd/t = 


(l-fe'«seii«?)» 1 

cos’9 2 h/j*“ 


2n— 3 . l\'\ —k'-seu'y 


dk; 


sostituendo successivamente ad n Ji-I, n-2 , , 2, 1 e ricordandosi ancora della 
nota forinola 


si ha dal sistema formato 


( 31 ) f v'I - k'^ sen«?-p 


iin-l , in ,C0S<J-rv'l-à'’scn*9 (l-fe'*sen’9)* V/ nrm o 11 1"*^? 

-1)" 'v„-.cos 9 tg»" 9 l - - '^ - ^ --- >,(-l)'(2n-2r-l)v,^;„-4. 


cos'9 


•fc’" 


La (27) insieme con una delle (28), (29), (30), (31) ci dctcrmincràjA-''‘r. (qi,/t') dk 
in funzione di j k”'f dk, che si 6 già determinato nel § 4. 


5 6. 

Facciamo ora ?=|; F(?, fe) simulerà in K, E( 9 , fe) in E, e le (11), (13), (16), 
e (18) in 

r=Pi-1 

(32) |A’“-'K((fe= VTi,»A»'-«’--«[^E-(2n-2r-l)t'»rv] 


r=n^\ 

- f— F— t07>_9r_ ‘V I-'»K 1 

jj.tn ^ l-iu-tr-t 



Digitized by Google 



)( 13 )( 


(34) 


(35) 


. . r=n-» 

jfc’"K(;fe = v„_,» j K dk + ^ v,> ^ E - (271 - 2r) /i * K j 

dk ^ >] ■ ^;4v -- [-E-r^n-^r-lìA’^K]. 

r-0 


Priinu di porre nella (*^2) ? = | osserviamo clic 

^ ^ soli*'-**'’? 


«r 


1 V(-l)’’"'''77, . 


cns? *\t'(-11''"’‘"7i,cos’''"*'~'9 
^ scn"-*‘-'9 ’ 


■■soli? ^ 

clic per 9 = ^ si annulla; quimli la (22) ci 

. r-B-l 

(30) )/(»''-'K'(lk= V [-E'-|(2u-2r-l)fc'*-l|K'j. 

r=o 

Ora è noto che se mutiamo fc in —, 

‘ k 

F/ 

R' in k\i’f cil E' in c perciò la (36j si muterà in 

fssB-l ^ 

fc4^[E'-|(27i-2r-2)k'*+l|R'] 
r=o 


“’2) ci darà 


, . 1 . ... (fk . /c'» 

V m dk SI cambia in — in — 


(37) 

r=i 


Avanti (li supporre 9=^ nella (2i) notiamo clic 

f— V! 
cos* 9 — ^ 

' ■-!) 


'-r‘e?+?3;i^lTg----9 -'''‘e?- 1 


*\^'(_l)'-'+iv,cns»’-«-'9 
• Zi scn*'-*‘’'9 


COS 9 ‘\'’(-li’'"’"^'v,ros *''“>'“'9 

" ''’’scn9'^ ^ scn*’-*‘-‘9 ’ 

^ «-0 ^ 


che per t? = | si annulla, dippiù si ha 

(- 1 )"*X_,v,cos»"-»'-'9 ( \'l-t'«seii»9+/iscn9Ì’ 
2scii*"“»"9 cos«9 


(-1)" . Vl-fc'^scn»9tA-spii9 _ (-t)"-''v,_ 

2cos9tg«'-‘'9 Vi /i'*«cn*9-fcscn9 2seii*"-«’^9 
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ma Iim(cos«»— «9 1 cos 9) = (- ^^?) = 0 ; 

r- , », 

dunque sarà anche 

^ \^l-fc'»scn*9 ffcsen9 
2cos9tg«-*^9 \'i-à'«scti«9-fcscn9 

eguale a lero pel valore | di 9 ; laonde la (24) ci darà 

rmi-i 

(38) fk^’K'dk^v^t'jK'dk + ^ v.’à»”-»’-' [- E'- |(2n-2r)k'*- i|k']. 

r*^0 

Se in fine imitiamo in questa ^ ^ ricaveremo 

(39) /j^dk = v,.,*/|'d/f+ V ^^[E'-|(2n-2r-l)k'*4 l}K']. 


Ponendo 9 = g nella (26) si ha 

(40) (m+2)|k"Edk=|k’"Kdk + k"'"*E. 

Prima di porre 9=| nella (27) osserviamo che si ha 

* r=»-i • 

tg9 2i(-')'’(9«-2»‘-l)w,cotg*’-9k*"-‘’->-k«"tg9 v'l-/£'«sen»9 = 


r=sft 




sen*9 


■■ 2 j (“ ^ )’’( 2n-2r- 1 )n, coi g»"-' 9 k”-*'-» + V 1 -k'«sen«9 • colgo • k*" 


r=l 

c dippin 8imilmcnte 


(l_ k'»sen«9)‘ V (_i)'-(2n_?r)vo‘g*’’Tfe*""”''’ - k‘"+'tg9v/l - fc ‘sen*9 = 


r==o 


(I k»scn»9l» V(_i)r|2„_2r)v^cotg*’-'9k>"-*'-' f x/l-k'‘scn‘9-cotg9-k‘”-’ ; 

r=| 
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laoniJc per m positivo resta dimostrato che 

(w»+2)tg?j k" Vi -k'*seti *9 tg? V 1 - k ' scu*? 

si annulla per 9 = |, e perciò segue che nel caso di m positivo la (27) diviene 

(41) (m+2i^k’"E'dk=';w+l)ji’"Km--k""-'(K'-E’) ; 
ed in conseguenza resta in tal caso dimostrata la relazione 

(42) (m+2)| k"(R'-E')dit=jk"K'<lk+ft"'''tK'-K% 

Se mutiamo nella (il) k in ^ si avrà 

dk = dk + j^(kK' - ; 

cambiando in questa m in in-3 si ha 

dk = (m-2)| K'+ (R'-E'J , 

e quindi 

(m-iìf ^ di = (m-2)/ di - dk - ^,K’+ (R'-E') ; 

ma per la (8) è 

{'>^-Ììjl^,dk-j~dk- j^!,R'=(m-l)/Jl dk; 

dunque 

(»n-2)j dk = (m- i)f^dk f pàr,(R'-E') . 

c perciò 

(m-2)j dk=-j -p;dk - prri(R’-E') , 

che non è altro che la (12) in cui 'si è mutato m in -m; dunque questa è vera 
sia per ni positivo che negativo. 

Ciò posto se moltiplichiamo la (32) per R', e la (36) per R, sottragghiamo 
1 risultati, e teniamo presente la nota relazione R'E i-RE'— RR'=' 2 ‘ (*) avremo 

. . f aWi- t 

(43) K'J k»"-'Rdk-Rj i»""' R'dk=|- ^ 

r=o 

c se lo stesso facciamo per le altre coppie di equazioni (33) e (37), (34) e (38), 
(•) Dorèoe. 0. c. 5 68- 
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(35) c (39) ricaveremo _ r.,., 


r-»-! 


(45) K'j S»» Kdi - kJ a-»’ K'dk lij Hdi-Kj R’(IA^+ ^ 

Se poi moltiplichiamo lo (32), (33), (3i),.(35) e (40) por K' — K' e ne sottrag- 
ghiamo rispcltivaincntc le (36), (37), (38), (39) e (42) iiioltipiicate per K Irovcreiiio 

ffl-* 

(47) (K'-E')lr-"-'R(lA -E| i»"-'R't/i= | ^{ìn -'ìr-l)n,'k'*r-"-*'-* 

r~9 

(48) [K'-E']j^k^Kj^,dks-.y^iU-'ìr-%k^ 

r‘--Q 

. . . . r=.)i~l 

(49) (R'-E')jA»"RtlA-Ej A*'’R'(lA-v,.,*[^(R'-K']| lùifc -kJ R'dij+ | ^(2;»-2r)v,«A-'*/.»"-«’- 

r=o 

(50) (R^.E5|5^di--Ef^dA•.v„.,»[(R'-E')/|^d*-E^J’dA•] 5(2n-2r-I)A'y;!„ 

r=-o 

(51) (m-p2) {K'-E’ j^k'"FMk -(m+Ì;Ej k’",h'-K’]dkr={K‘-K';l k’‘Mk-Kj k'‘‘K’dk. 

S 7- 


Proponiamoci ora di integrare l’ equazione djllercnziale lineare 

(52) (fc - fc») + (1 - 3i*; J - A* a. = 0. 

Se in questa sopprimiamo il termine senza x l'cqu, azione diventa 

(*-A-»)g + (l-3A’)J-Ax = 0: 

ora r integrale completo di questa ultima equazione è (*) 

(53) i = oR + l;R': 

laonde col metodo di variazione delle costanti arbitrarie si vede che per fare che 


(•) UCHBIIB 0. e. § 1)8. 
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la i53) nipiircseiiti l'iiilcgralc completo tlclla (52) le a, b debbono ricavarsi dalle 
equazioni 


e quindi si avrà 



(la j. db 



dìi dii 

' iV ■ 


(la dR db dR’ 


dA dA ^ dA dA 


' A"-' 


(la 

A'»'^ 

db 

dii 

~ dR' K,dlv’ 

dii 


•"dA" dii 


(7) si 

ha 



_ !ll2 

k’' ’ 

A—' 

A'^ ^ 

db' dK 
dA - dÀ 


dK 1 dK' 1 ,,, 


dA ~ A'«A ' 


dunque risulterà 




e perciò 

in consc‘'ucnza verrà 


^ = -?A"Iv', ^ = -A'"K; 
dA i: ’ dA a 

2/V 


n = a-j|A"R'dA, A = p + 1 j A”RdA , 
e l'integrale completo della (52) sarà 

ac = aR 4 pR' + R'^A^RdA - rJa^RWc j ; 

laonde quest'integrale eompleto, allorché m=2n— 1, in virtù della (43), si ridurrà ad 

1 

a: = aR + pR' + y] n,*A*"-“-» , 
quando m = - 2n, in forza della (44) diverrà 
* = aR4 pR'~y 


se m ■ 2n, per la (45) si trasrormerà in 


® = aR + pR' + V j-sn-r-, + ? v„_,* ^R'j RdA - R j RMa), 


e nel caso di m = - (2n + t) si cambierà in 


X = aR I- PR’ - X j^ir + I 
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E poidic 


a; = aR + f K' + ? ( K'JkM - k| R' dfc) 
ar = ali + fK'+ ^ ^K'J^dk-Kj 


soiio'rispettìviunenlR gl'integrali completi delle equazioni 


, d’x 


dx 


(fc-t’) + -3/c«)^-fcx+ 1 =0 


dk 


(k-fc»)g + (l-3f)g-fex + ’=0, 

avremo che 

x = aK,+ PR'+ ^ 

r=ù 


rs=n-| ^ 

X = aK + ?R’ - ^ 


rappresenteranno ordinatamente gl' integrali completi delle equazioni 

S + (’ ■ S - + *=”* - ® 

Proponiamoci invece di integrare P equazione diircrcnziale 
( 54 ) 

Su in questa sopprimiamo il termine senza y l' equazione diventa 


* dt + r^« + 2) fc” = 0 • 


, <1*1/ <Im . k 

^dk*'^ 'dk'^THi''-^'^^' 


ora l' integrale completo di quest' ultima ci|uazione è (*) 

(55) I/ = a,E + 5,(li'-E'); 

laonde eoi metodo di variazione delle costanti si vede che per fare che la (55) rap- 
presenti l'integrale, completo della (54) le a,, 6, debbono ricavarsi dalle equazioni 


-^K-f^(R'-E') = 0 


da, (lE 
dk dk 


<fb, <i(R'-K') 
dk dk 


(m-t-2) fc’"*"'; 


(•) UUKÉOE. 0. c. § 6B. 
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c quindi si avrà 

da, -(m + 2)à"'-MK'-E'ì 


db, 


(m + 2) fc""' K 


dk 


E 


d|K'-E') 
dk 




,^<1K, dk - E'I 


dk 


dk 




ma per le (I), (6) e (7) si ha 


dunque 
e perciò 


E^^^-('^'-E0g = -^EK' + KE'-RR').-J|; 


^_2jnM^^„ ^ _ EÌ!?LtÌlfc>»E; 

'ib ' dk t: ’ 

a, = o, + j k” (R' - E') dk , 6, = p, - ^ Jk^Etlk, 


dk it 

in conseguenza sarà 


e r integrale completo della (54) sarà 

y = o,E + p, (R' - E') + ^ (e jk" (R' - E') dk -iK'-E')J k'"Edkj ; 

laonde quest'integrale completo, allorché m=2n— 1, in virtù delle (51) e (47) si 
ridurrà ad 

y = o,E + P, (R' - E') (2n - 2r - 1) n* k’* k'"^'-', 

r^O 


quando m=:~2n, in forza delle (51) e (A8) diverrà 


r=«— » 

y = a,E + p, (R' - E') -^(2n - 2r - 2) 


n,* k'* 


se tn = 2n per le (51) e (49) si trasformerà in 


y=a,Efp,(R'_E')-^ (2ii 2r)Vfc'*t’“'*’”‘ - v,.,*|^(R'-E')|Edk e| (R'-E', ilk), 
e nel caso di 7u = - (2n + 1) a causa delle (51) e (50) si cambierà in 
y =a,E+p,(R'-E')-^ (2n-2r- 1 ) k'*^^, - v,_,» i 

r*»i) 

E poiché y = o,E + p, (R' - E') + ^ (R' - E') dk - (R' - E')| E dk) 

y = a,E + p, (R* - E') + ; (eJ dk - (R' -E^jJ |dk) 
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sono rispetlivamciile gl' integrali eoinpleti delle equazioni 
, ((•)/ di/ k „ „ 


avremo elle 


, u'v , di/ , k 1 „ 

. ^"d/i* •'dfc *' 1 

r~!t -I 

y . a,K + g, ;R' - E') - V ( 3 ft - 2 r) v,’ fc'* 


f-0 

r=H-l 


, = a, E ) ?, (R' - E') -V (2» _ 2r - 


r=0 




rappresenteranno rispettivamente gl' integrati completi delle equazioni 
* ^ + -rAt !/-(?» + 2) + 2 v„_,« = (I 


dA« tik ì- k* ■ 
<I'>J , <iy 


h X ^ * 




i * \-k^^ ' 


Riassumendo dunque in questa niita : 

1 . " Si è dimostralo che quando m è dispari e positivo, o pari e negativo 
j^fc" F(9, fc) dt, j/c" E Ad) dfc si esprimono per mezzo di F((f, fc), E(if, t) ed 

Jk^Fl^p, k'j dk, Jk"" E{^, k') dk per mezzo diF(?, Ad'), E (9, Ad') senza bisogno di nes- 
suna nuova trascendente, c ciò si ò fatto trovando i valori di questi integrali. 

2 . “ Quando jii è pari c positivo, 0 dispari e negativo la ricerca dei suddctii 
integrali si è ridotta a determinare /f (9, fc) dAD (•). 


(•) Veramente nel caso di ai pari 0 positivo la quistiono si i ridotta a trovare il 
valore di Jf( 9, t) di', e quando 111 è impari 0 negativo si ò ridotta invece a doterminare 

^ vedere che trovato il valore del primo di questi integrali se no 

può ricavare quello del secondo mediante una serie di trasformazioni. Infatti da jv(if,k](lk 
colla trasformazione usata al § 4 si trova k')dk, 0 da questa Jk'iìì, da cui come 

si è fatto nel § 6 j-^di; 0 siccome cambiando i in e 9 in 5-9, F(9.*') si muta 

in *'K' — *F(9, F), così daj^F(t(,k')dk si dedurrà di idi , 0 servendosi dol 
fK' /F(s k') 

J-j^di già determinato si avrà quello di j — ^ — -dk, da cui iiilinc si passerà 


I 


valore 
fF( 9 . A) 


ad 


dk. 
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Resta a vedere se k]dk si possa esprimere per mezzo di termini alge- 
brici, logaritmici, di funzioni circolari, c di trascendenti cllitticbe o se ba bisogno 
di trascendenti di specie diversa. Ma tale ricerca la riserbiamo per una nota ul- 
teriore. 

Da cìb risulta che se si pone 

Afc) = A,t'“ + A,fc“-'+... ! A„_,fe + A„ 

la determinazione degl' integrali jf{k)F[r^,k]ilk, jfik) E( 9 , k] dk , jf(k) F (?. k'} dk . 
jl\k) E(?, k'ì dk è ridotta alla ricerca di jF(?, k] dk. 

Edippiù chela ricerca degl' integrali cmmuplijJ...jF( 5 ,/cìdfc'", jJ...jE(?./e)(lfc'". 
k'i dk", k') dk’" in virtù della forinola (•) 

(w -*)!]] •■•] X(*ì *1 X [k] dk - 

resta ridotta alla ricerca dell' integrale jF(?, k) ilA. 

■J.“ Si son trovati gl' integrali completi delle equazioni differenziali 

(Z' - fe’) ^. + (1 - kx + k- = 0 

e si È visto che nel caso di m dispari positivo, o pari negativo essi sono espri- 
mibili per mezzo di K , K' e funzioni algebriche di k , e che tali sono ancora nel 
raso di ni pari e positivo, se si cambiano i secondi membri delle equazioni diffe- 
renziali rispettivamente in e quando ni è dispari e negativo, se si 

mutano i secondi membri in -2^ , — . 


Napoli, 2 Gcnnajo 1873. 
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(*) Ilooi.E. A Treutise on Itifl'erential Kquations. Ch. XVI. .Art. 0. 



Dlgitized by Google 




Digitized by Google 




Digitizpd by Google 





V o a A o 1 1 • I ■ 


